6. Секвенциальное расширение 
экстремальных задач

Если реальность немыслима, нужно выковать немыслимые понятия.  

Георг Вильгельм Фридрих ГЕГЕЛЬ

Проблема корректного построения математических моделей выводит на принцип Коши, широко применяемый для обоснования предельных переходов. Хотя в неполных пространствах фундаментальные последовательности могут расходиться, остается возможность расширения исходного класса объектов с помощью процедуры пополнения. Этот прием был опробован в процессе определения действительных чисел и обобщенных функций. С аналогичными конструкциями можно встретиться также в теории экстремума, когда нижняя грань минимизируемого функционала не достигается, а соответствующие минимизирующие последовательности управлений расходятся. 

Даже в отсутствии решения экстремальной задачи можно определить допустимое управление, значение функционала на котором оказывается сколь угодно близким к его нижней грани. Наиболее существенным моментом здесь является переход к расширенной экстремальной задаче. Для этого определяются секвенциальные управления – классы эквивалентности последовательностей допустимых управлений. Характерно, что минимум функционала для расширенной задачи совпадает с нижней гранью исходного функционала. В результате, имея конструктивный способ решения расширенной задачи, можно получить приближенное решение исходной задачи. Этот прием позволяет также понять природу экстремальных задач, не корректных в смысле Тихонова, для которых минимизирующие последовательности не всегда сходятся к оптимальному управлению.

Секвенциально оптимальное управление можно интерпретировать как специфическую форму решения рассматриваемой задачи. Характерно, что вводимые в дальнейшем секвенциальные состояния системы (или секвенциальные решения задач математической физики) оказываются объектами точно такой же природы, т.е. классами эквивалентности последовательностей обычных функций. 

6.1. Неразрешимые задачи оптимального управления

Рассмотрим задачу минимизации квадратичной функции  I (u) = u2 на открытом интервале  U = (0,1). Ее решение не существует в виду отсутствия минимального положительного числа. Однако нижняя грань функции на данном множестве равна нулю. Хотя она и не достигается на каком-либо элементе множества U, можно указать так называемую минимизирующую последовательность XE "последовательность:минимизирующая"  {uk} – последовательность элементов множества, на которой минимизируемая функция сходится к своей нижней грани на U. К примеру, все числа uk = 1/(k+1) принадлежат данному множеству, а величина I (uk) в пределе дает искомую нижнюю грань. 

Здесь напрашивается аналогия с расходящимися фундаментальными последовательностями в неполных пространствах. Указанная последовательность является фундаментальной, но расходится на множестве U, понимаемом как метрическое подпространство множества действительных чисел с естественной метрикой. В этой связи можно предположить, что имеющиеся трудности могли бы быть в определенном смысле преодолены с помощью некоторого варианта описанной ранее процедуры пополнения.

Отметим, что даже при отсутствии решения исходной экстремальной задачи существуют такие элементы данного множества, значения минимизируемой функции на которой сколь угодно близки к ее нижней грани на этом множестве. В этой связи для нахождения приближенного решения задачи можно попытаться  искать минимизирующие последовательности. При этом нет смысла различать последовательности, обладающие одним и тем же пределом. В частности, последовательность {vk}, где vk = 1/(k2+1), также является минимизирующей, а значит, ничем не уступает предыдущей. Во избежание существенной неоднозначности все подобные последовательности естественно отождествить, проводя факторизацию. Таким образом, объектами поиска у нас оказываются классы эквивалентных последовательностей элементов исходного множества, имеющие тем самым ту же природу, что и действительные числа по Кантору и обобщенные функции Микусинского, а также элементы пополнения метрического пространства. 

Рассмотрим типичный пример неразрешимой оптимизационной задачи. Пусть состояние системы описывается задачей Коши
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где  u =  u(t) – управление, выбираемое из множества U функций, интегрируемых с квадратом на единичном отрезке и не превосходящих по модулю единицы. Задача оптимального управления состоит в отыскании такой функции u, которая минимизирует на множестве U функционал 
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где х есть решение системы (6.1), соответствующее управлению u.

Учитывая определение множества допустимых управлений, заключаем, что подынтегральное выражение здесь никак не может быть меньше, чем -1. Отсюда следует неравенство I (u) > -1 для любого допустимого управления u. Рассмотрим последовательность {uk}, определяемую следующим образом (см. рис. 6.1)
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Оценим соответствующее значение решения хk задачи (6.1) 
(см. рис. 6.2). При  2j/2k ( t < (2j+1)/2k  имеем
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Аналогично при  (2j+1)/2k ( t < (2j+2)/2k  получаем 
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На основе установленных соотношений приходим к неравенству (см. рис. 6.3)

0 ( хk(t) ( 1/2k, t((0,1), k = 1,2, … . 

Тогда справедливо соотношение
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Рис. 6.1. Минимизирующая последовательность.
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Рис. 6.2. Последовательность состояний системы.
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Рис. 6.3. Состояние хk не превосходит величины 1/2k .

Переходя к пределу при k((, установим, что I(uk) ( -1. Итак, на любом допустимом управлении значение минимизируемого функционала не меньше, чем  -1, в то время как при достаточно большом номере k значение функционала на управлении uk будет сколь угодно близко к величине -1. Отсюда следует, что нижняя грань функционала I на множестве U равна -1.

Предположим, что на некотором допустимом управлении u эта нижняя грань достигается. Тогда одновременно выполняться равенства
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где х есть решение задачи (6.1), соответствующее управлению u. Из второго равенства (6.2) следует, что эта функция тождественно равна нулю. Обращаясь к уравнению (6.1), заключаем, что и соответствующее управление должно быть тождественно равным нулю. Однако в этом случае уже никак не сможет выполняться первое равенство (6.2). Таким образом, два соотношения (6.2) не могут быть справедливыми одновременно. Однако совместное выполнение этих условий является единственной возможностью достижения нижней грани функционала. Тогда нижняя грань функционала не достижима, т.е. рассматриваемая задача оптимального управления не имеет решения.

Неразрешимость экстремальной задачи еще не делает ее бессмысленной. Действительно, можно поставить задачу отыскания такого допустимого управления, значение функционала на котором сколь угодно близко к его нижней грани. Тем самым вместо поиска отсутствующего оптимального управления можно задаться целью построения заведомо существующей минимизирующей последовательности. 

6.2. Секвенциальные управления 

Рассмотрим задачу минимизации некоторого функционала I в пространстве управлений U. В случае его ограниченности снизу на этом множестве должна существовать последовательность управлений, значения функционала на которой сходятся к его нижней грани. В этой связи можно попытаться искать минимизирующие последовательности вне зависимости от того, имеет ли поставленная задача решение или нет. Определим множество F всех последовательностей управлений, для которых соответствующие последовательности функционалов сходятся

F = {{uk}(U | ( lim I(uk) }.
Зададим на нем отношение эквивалентности (, считая условие {uk}({vk} выполненным, если пределы соответствующих последовательностей функционалов совпадают, т.е. справедливо соотношение 

lim I(uk) = lim I(vk).

Определение 6.1. Назовем секвенциальными управлениями XE "управление:секвенциальное"  элементы фактор-множества V = F/(.
Секвенциальными управлениями являются классами эквивалентных последовательностей обычных управлений. Здесь напрашивается аналогии с обобщенными функциями в интерпретации Микусинского (классами эквивалентных последовательностей гладких функций) и действительными числами в интерпретации Кантора (классами эквивалентных последовательностей рациональных чисел), что и предопределяет дальнейший ход рассуждений.

Любому управлению u можно сопоставить стационарную последовательность с элементами {uk}, равными u. Соответствующая последовательность функционалов также является стационарной и состоит из элементов, равных I(u). Таким образом, последовательность {I(uk)} сходится, а значит, справедливо включение {uk}(F. В результате можно определить отображение  А: U ( V, которое ставит в соответствие любому управлению u секвенциальное управление Аu, равное классу эквивалентности [uk], т.е. множеству всех последовательностей управлений, эквивалентных в указанном смысле {uk} (см. рис. 6.4). Значения функционалов на любой из них сходятся к величине I(u). 

Определение 6.2. Элементы множества А(U) назовем регулярными секвенциальными управлениями XE "управление:секвенциальное, регулярное" , а объекты его дополнения в V – сингулярными секвенциальными управлениями XE "управление:секвенциальное, сингулярное" .
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Рис. 6.4. Секвенциальное расширение экстремальной задачи.

Любое регулярное секвенциальное управление включает в себя стационарную последовательность обычных управлений. Таким образом, оно непременно ассоциируется с конкретным элементом множества допустимых управлений, т.е. между обычными и регулярными секвенциальными управлениями можно установить взаимно однозначное соответствие. В то же время сингулярному секвенциальному управлению не соответствует в указанном смысле ни один элемент множества U. Очевидно, сходимость последовательности функционалов (заурядной числовой последовательности) реализуется, вообще говоря, в условии сходимости последовательности управлений (см. минимизирующую последовательность для рассмотренного выше примера). Тем самым, секвенциальные управления, как правило, являются сингулярными подобно тому, как типичные действительные числа иррациональны, а типичные обобщенные функции – сингулярны. При этом множество секвенциальных управлений оказывается в некотором смысле пополнением исходного множества управлений. 

Перейдем к постановке задачи минимизации некоторого функционала на множестве секвенциальных управлений. На множестве V секвенциальных управлений определим функционал J 

J(v)  =  lim I(vk) ({vk}(v, (v(V.
По определению любое секвенциальное управление v представляет собой семейство последовательностей управлений {vk}, которые непременно обладают одним и тем же пределом последовательности {I(vk)}. Таким образом, под значением функционала J на элементе v множества V понимается предел lim I(vk). При этом справедливо соотношение

I(u) = J(Аu) (u(U.

В результате приходим к новой экстремальной задаче, заведомо имеющей решение. 

Определение 6.3. Расширенной оптимизационной задачей XE "задача:оптимизационная, расширенная"  
назовем задачу минимизации функционала J на множестве V, а секвенциально оптимальным управлением XE "управление:секвенциально оптимальное"  – ее решение.
Соотношение между исходной и расширенной задачами устанавливает следующее утверждение: 

Теорема 6.1. Секвенциальное управление v секвенциально 
оптимально тогда и только тогда, когда произвольная последовательность {vk} из v является минимизирующей для функционала I на множестве U, причем справедливо равенство min J(V) = inf I(U).

Доказательство. Пусть {vk} – такая последовательность из множества U, что имеет место сходимость I(vk) ( inf I(U). Определив секвенциальное управление v = [vk], установим равенство 
J(v) = lim I(vk) = inf I(U). 

Если v не является секвенциально оптимальным управлением, то существует такой элемент w из V, что имеет место неравенство  
J(w) < J(v). Тогда для произвольной последовательности управлений {wk} из w справедливо соотношение
lim I(wk) = J(w) < J(v) = inf I(U).

Тем самым нашлась последовательность элементов множества U, значение функционала I на которой в пределе меньше его нижней грани на этом множестве. Установленное противоречие доказывает, что элемент v является секвенциально оптимальным управлением. 


 Пусть теперь v есть секвенциально оптимальное управление, а {vk} – произвольная последовательность управлений из класса v. Если она не является минимизирующей для функционала I на множестве U, то на этом множестве найдется такая последовательность {wk}, что имеет место неравенство 

lim I(wk)  <  lim I(vk).
Тогда, определив секвенциальное управление w = [wk], установим неравенство J(w)<J(v), т.е. v не будет секвенциально оптимальным управлением. Следовательно, любая последовательность класса v минимизирует функционал I на множестве U. Теорема доказана.
Согласно теореме 6.1 секвенциально оптимальное управление представляет собой класс минимизирующих последовательностей для исходной задачи. При этом разрешимость расширенной экстремальной задачи сводится к существованию минимизирующей последовательности для исходной экстремальной задачи, а значит, к ограниченности снизу функционала I на множестве U. Очевидно, исходная задача имеет решение тогда и только тогда, когда среди секвенциально оптимальных управлений есть регулярное. Действительно, если существует управление u, минимизирующей функционал I на множестве U, то справедливо равенство, J(Аu) = I(u), откуда в силу теоремы 6.1 следует, что регулярное секвенциальное управление Аuсеквенциально оптимально. Если, напротив, секвенциально оптимальное управление является регулярным, то оно имеет вид Аu для некоторого управления u, причем выполняется равенство I (u) = J(Аu). Тогда согласно теореме 6.1 значение функционала I на управлении u равно его нижней грани на множестве U, то есть u – решение исходной экстремальной задачи. 

Неразрешимость экстремальной задачи реализуется в том случае, когда любое секвенциально оптимальное управление сингулярно. Тогда в силу типичности свойства сингулярности для секвенциальных управлений экстремальные задачи общего вида, как правило, не имеют решения. Сам по себе этот факт хорошо известен. Однако аппарат секвенциальных управлений дает ему естественное объяснение: регулярных секвенциальных управлений слишком мало, чтобы охватить секвенциально оптимальные управления для задач общего вида. 

6.3. Расширение простейшей экстремальной задачи

Для применения классических методов оптимизации требуется существование решения экстремальной задачи, вследствие чего исследование неразрешимых задач наталкивается на серьезные трудности. Однако, определив решение расширенной задачи, можно, в принципе, найти класс минимизирующих последовательностей для исходной задачи даже в том случае, когда она не имеет решения. На первый взгляд, эта проблема представляется чрезвычайно сложной потому, что искомой величиной здесь оказывается секвенциальное управление, т.е. целое семейство последовательностей обычных управлений. Однако работаем же мы с действительными числами, являющимися в интерпретации Кантора классами последовательностей рациональных чисел, и с обобщенными функциями – классами последовательностей гладких функций согласно определению Микусинского. Для того чтобы показать принципиальную возможность нахождения с помощью секвенциального расширения класса минимизирующих последовательностей для неразрешимой экстремальной задачи рассмотрим тривиальный пример минимизации квадратичной функции I(u) = u2 на открытом интервале U = (0,1).

Для любой последовательности {uk} элементов множества U сходимость последовательности значений {I(uk)} реализуется тогда и только тогда, когда {uk} сходится на множестве действительных чисел. Тогда множество F состоит из всевозможных сходящихся на множестве действительных чисел последовательностей точек из интервала (0,1). Эквивалентность последовательностей {uk} и {vk} класса F предполагает равенство пределов lim I(uk) = lim I(vk), что возможно исключительно в случае равенства пределов исходных последовательностей. Таким образом, любой такой последовательности {uk} соответствует секвенциальное управление [uk], являющееся семейством всевозможных последовательностей множества U, сходящихся к тому же самому пределу, что и {uk}. Итак, секвенциальные управления представляют собой семейство всевозможных классов сходящихся на множестве действительных чисел последовательностей элементов интервала (0,1), т.е. пополнение интервала в смысле метрики множества действительных чисел. Если последовательность {uk} сходится на множестве (0,1) к некоторому пределу u, то она будет эквивалентна стационарной последовательности, состоящей из элементов, равных u. Соответствующее секвенциальное управление регулярно и может быть отождествлено с обычным управлением (числом) u. Если же фундаментальная последовательность на множестве (0,1) расходится (это возможно лишь в том случае, когда она сходится к нулю или единице), то соответствующее секвенциальное управление оказывается сингулярным. Его можно ассоциировать с числами 0 или 1, не принадлежащими множеству управлений U. Итак, множество секвенциальных управлений V с точностью до изоморфизма совпадает с отрезком [0,1], причем внутренние точки отрезка регулярны, а граничные – сингулярны.

В соответствии с описанной ранее методикой на множестве V определим функционал 

J(u) = lim I(uk)  = lim (uk)2 ({uk}(u.
Согласно теореме 6.1 любая минимизирующая последовательность для рассматриваемого примера определяет секвенциальное управление, минимизирующее функционал J множестве V. Учитывая ограниченность снизу квадратичной функции I на интервале (0,1), установим существование решения u расширенной задачи. 

Для получения необходимых условий экстремума XE "условие экстремума:необходимое"  (соотношений, которым должно удовлетворять решение экстремальной задачи) для расширенной задачи требуется наделить множество V некоторой алгебраической структурой. Множество выпукло XE "множество:выпуклое" , если для любых его элементов u и v объект u +–v(U будет принадлежать тому же множеству для произвольного числа  из отрезка [0,1]. Предположим, что имеются два секвенциальных управления v1 и v2, которые представляются последовательностями {v1k} и {v2k} из U. В силу выпуклости U точка wk = v1k + (1-v2k будет принадлежать этому множеству для любого ((0,1). Тогда под выпуклой комбинацией v1 + (1-v2 будем понимать элемент множества V, определяемый последовательностью {wk}. 

Справедливо неравенство

J [u  + v–u)]  –  J(u)  ( 0  (v(V, ((0,1),
которое может быть записано в виде

lim [uk  +  vk – uk)]2 –  lim (uk)2  ( 0  (v(V, ((0,1); {uk}(u, {vk}(v.
Числовые последовательности {uk} и {vk} принадлежат множеству F, а значит, сходятся к некоторым пределам u' и v' соответственно. В результате последнее соотношение дает неравенство 

2u'(v'–u') + 2(v' – u')2  ( 0.

После деления на число и перехода к пределу при ( 0, установим соотношение u'(v'–u')(0. Оно выполняется для любого элемента v', являющегося пределом произвольной сходящейся последовательности чисел из интервала (0,1). Поскольку такие пределы составляют весь отрезок [0,1], приходим к соотношению 

u'(v' – u') ( 0 (v'([0,1],

называемому вариационным неравенством XE "неравенство:вариационное" . Его единственным решением является значение u' = 0. Таким образом, последовательность {uk}, определяющая секвенциально оптимальное управление, непременно сходится к нулю. Согласно теореме 6.1 любая такая последовательность является минимизирующей для исходной экстремальной задачи. 
Рассмотренный пример иллюстрирует принцип исследования неразрешимой экстремальной задачи на основе описанной схемы расширения. Хотя задача минимизации квадратичной функции на открытом интервале не имеет решения, ее точная нижняя грань существует. Тогда существует такой элемент множества U, значение функции на котором сколь угодно близко к соответствующей нижней грани. Для его нахождения необходимо уметь строить минимизирующие последовательности. Прямое применение условий экстремума требует существования решения задачи. Естественно, в данном случае такой подход не годится. Однако можно перейти к разрешимой расширенной задачи и, найдя их решение, получить класс минимизирующих последовательностей для исходной задачи.     

6.4. Необходимые условия секвенциальной оптимальности

Покажем, что описанная техника применима для рассмотренной ранее неразрешимой задачи оптимального управления. Требуется отыскать такую функцию u, которая минимизирует на множестве U функций, интегрируемых с квадратом на единичном отрезке и не превосходящих по модулю единицы, функционал 
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где х есть решение задачи 
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В данном случае при определении эквивалентности на множестве фундаментальных последовательностей управлении целесообразно усилить требования, предъявляемые к соответствующему отношению. Последовательности управлений {uk} и {vk} из U будем считать эквивалентными в смысле отношения (, если выполняются условия: 

                    (uk – vk) ( 0 в L2(0,1), lim I(uk) = lim I(vk).                 (6.3)

Рассмотрим задачу
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Справедливо неравенство


[image: image15.wmf]0

()()(),

t

kkkkk

ztuvdtuv

ttt

£-£-

ò


откуда следует, что  zk ( 0  в L2(0,1). Учитывая равенство  zk  = хk – уk, где хk и уk – функции состояния, соответствующие управлениям uk и vk, установим соотношения

|| хk || = || уk + zk || ( || уk || + || zk ||,  || yk || = || xk  –  zk || ( || xk || + || zk ||.

В результате получаем оценку
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Имея сходимость || zk || ( 0, заключаем, что lim || xk || 2  =  lim || уk || 2. Аналогичным образом устанавливается равенство lim || uk || 2  =  lim || vk || 2.
Учитывая, что критерий оптимальности равен разности квадратов норм состояния и управления в смысле пространства L2(0,1), заключаем, что второе из соотношений (6.3) является прямым следствием первого условия. Таким образом, отношение {uk}( {vk} соответствует сходимости (uk – vk) ( 0 в L2(0,1). Тогда каждая последовательность {uk} из множества U, для которой соответствующая последовательность функционалов сходится, определяет секвенциальное управление, представляющее собой класс последовательностей 

 [uk] = {{vk}( U | vk = uk + wk, wk ( 0  в L2(0,1)}.           

Этот объект оказывается регулярным, если последовательность {uk} сходится в пространстве L2(0,1), и сингулярным в противном случае. Для регулярных секвенциальных управлений его можно отождествить с пределом последовательности {uk}.

На множестве V секвенциальных управлений определим функционал

J([uk])  = lim I(uk).
Расширенная задача оптимального управления состоит в его минимизации на множестве V. В силу ограниченности снизу функционала I на множестве U она наверняка имеет решение.

Рассмотрим произвольные секвенциальные управления u1 и u2. Тогда справедливы равенства

ui  =  [uik]  =  {{vik} ( U | vik  =  uik + wik , wik ( 0  в L2(0,1)}, i = 1,2.        
Тогда справедливы соотношения 

u1k + w1k –u2k + w2k ( U, k = 1,2, … 

При этом последовательность {wk}, характеризуемая равенствами 

wk  =  w1k – w2k,  k = 1,2, … ,
сильно сходится к нулю в пространстве L2(0,1). Таким образом, выражение u = [u1k+(1–u2k] действительно будет секвенциальным управлением. Наделяя фактор-множество последовательностей элементов множества L2(0,1) по отношению (  структурой линейного пространства так, как это делалось при определении действительных чисел и обобщенных функций, определим выражение 
u1 + (1–u2 = [u1k + (1–u2k]  =  u.
Итак, выражение в левой части равенства (выпуклая комбинация секвенциальных управлений) оказывается секвенциальным управлением. Тогда множество V выпукло. 

Предположим, что элемент u является секвенциально оптимальным управлением, а v – произвольное секвенциальное управление, т.е. имеет место представление

v = [vk] = {{vk + wk }(U | wk ( 0 в L2(0,1)}.        
В силу выпуклости множества V имеет место неравенство

J[v  + (1–u]  –  J(u( 0, ((0,1),

которое можно записать в виде

                             lim I [uk  + (vk – uk)]  –  lim I(uk) ( 0.                     

Найдем значение
I [uk  + (vk – uk)]  =  ||zk||2  – ||uk  + (vk – uk)||2,
где zk есть решение задачи
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Обозначив через хk и уk решения той же задачи, соответствующие управлениям uk и vk, установим равенство  zk =  хk  + (уk – хk). В результате определяем выражение 

I [uk  + (vk – uk)]  =  || xk|| 2 – || uk|| 2 + 2( xk  , yk – xk  )  – 2( uk, vk – uk) + (k ,

в правую часть которого входят скалярные произведения в пространстве L2(0,1), где
(k  =  ||уk – хk||2  –||vk – uk||2.
Определив сопряженную задачу
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приходим к равенству

( xk, yk – xk )  =  ( рk, vk – uk ).
Таким образом, получаем

I[uk + (vk – uk)]  =  || xk ||2 – || uk ||2  + 2( рk – uk, vk – uk )  + ( k.
Последовательности{uk}и{vk}в пространстве L2(0,1) ограничены в силу ограниченности множества допустимых управлений (ограничены соответствующие последовательности норм). В классическом математическом анализе при доказательстве сходимости часто используется теорема Больцано – Вейерштрасса XE "теорема:Больцано – Вейерштрасса" , согласно которой из любой ограниченной последовательности действительных чисел можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Естественным обобщением этого результата является теорема Банаха – Алаоглу XE "теорема:Банаха – Алаоглу" , из которой следует, что любая ограниченная последовательность элементов гильбертова пространства содержит подпоследовательность, сходящуюся слабо. Тогда после извлечения подпоследовательностей (с сохранением прежнего обозначения) получаем сходимость uk ( u' слабо в L2(0,1), vk ( v' слабо в L2(0,1). Решая уравнение состояния, установим, что  хk ( х,  уk ( у  слабо в Н 1(0,1), где х и у – решения уравнения, соответствующие управлениям u' и v'. Воспользуемся теоремой Реллиха – Кондрашова XE "теорема:Реллиха – Кондрашова" , согласно которой из слабой сходимости в указанном пространстве Соболева вытекает сильная сходимость на множестве функций, интегрируемых с квадратом (грубо говоря, из слабой сходимости в "достаточно сильном" классе следует сильная сходимость в "более слабом" классе). Тогда имеем место сходимость хk ( х,  уk ( у в смысле нормы пространства L2(0,1). Аналогичным образом устанавливается сильно сходимость решений сопряженной задачи рk ( р в L2(0,1). После перехода к подпоследовательностям в полученном равенстве, имеем  

 lim I [uk  + (vk – uk) ]  =  ||x|| 2  –  lim ||uk|| 2  + 2( p, v' – u' ) – 

– 2lim (uk,vk)  + 2 lim||uk|| 2  + lim( k .    
Учитывая равенство 

 lim I(uk)  =  ||x||2  –  lim || uk ||2,

приходим к следующему соотношению 
(p,v' – u')  –  lim (uk,vk) + lim||uk|| 2 + lim(k  ( 0.

Переходя к пределу при (0 с учетом ограниченности последовательности {(k}, получаем неравенство 

                       ( p,v' – u')  +  lim|| uk ||2  (  lim (uk,vk),                         (6.4)             

справедливое для любой последовательности {vk}, допустимых управлений. Оно является необходимым условием секвенциальной оптимальности секвенциального управления u, порождаемого последовательностью {uk}.

Учитывая неравенство Коши – Буняковского XE "неравенство:Коши – Буняковского"  (скалярное произведение не превосходит произведения норм) и определение множества U, получаем 

lim (uk, vk ) ( lim || uk || || vk || ( 1.
Тогда для справедливости условия (6.4) достаточно выполнения соотношения

( p,v' – u')  +  lim || uk ||2  (  1.                              

Здесь функция v' является слабым пределом последовательности допустимых управлений {vk}, а второе слагаемое в левой части не превосходит единицы. Тогда последнее соотношение будет справедливо, по крайней мере, при выполнении условий

р = 0,  lim || uk || = 1.

Нулевое решение сопряженной задачи соответствует нулевому управлению. Таким образом, необходимому условию оптимальности для расширенной задачи будет удовлетворять секвенциальное управление, порождаемое последовательностью допустимых управлений {uk}, характеризуемой соотношениями 

                          uk ( 0  слабо в L2(0,1),  || uk || ( 1. 
            (6.5)

Найдем теперь значение функционала J на секвенциальном управлении, порожденном последовательностью {uk}, удовлетворяющей условиям (6.5). Ранее отмечалось, что из условия uk ( u' слабо в L2(0,1)  следует, что хk ( х сильно в L2(0,1), где х – решение уравнения состояния, соответствующее управлениям u'. Согласно (6.5) справедливо равенство  u' = 0, а значит, и  х = 0. Тогда имеет место сходимость xk ( 0  сильно в L2(0,1), а значит, ||xk|| ( 0. Значение функционала J на секвенциальном управлении [uk] равно 

J([uk])  =  lim I(uk)  =  lim ( || xk ||2  – || uk ||2).
Переходя к пределу с учетом условия (6.5), заключаем, что  J([uk]) ( -1. Однако минимум функционала J совпадает с нижней гранью функционала I на множестве U, которая равна  -1. Тем самым мы действительно нашли минимизирующую последовательность для исходной задачи. Любая последовательность {vk}, эквивалентная последовательности {uk}, характеризуемой условиями (6.5), также должна быть минимизирующей. Действительно, произвольное управление vk указанного типа представимо в виде vk = uk + wk, где wk ( 0 сильно в L2(0,1). Отсюда в силу (6.5) следует, что vk ( 0 слабо в L2(0,1). Учитывая оценку
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установим, что последовательность {vk} также удовлетворяет соотношениям (6.5), а значит, является минимизирующей. 

Итак, на основе предложенного метода расширения определен достаточно широкий класс минимизирующих последовательностей. Тем самым имеется бесконечное множество способов нахождения такого допустимого управления, значение функционала на котором сколь угодно близко к его нижней грани. Отметим, что у нас нет уверенности в том, что необходимые условия секвенциальной оптимальности (6.4) не имеет других решений. Не исключено также, что некоторые из них не являются секвенциально оптимальными, поскольку решение необходимых условий оптимальности не обязано быть оптимальным. 

Для рассматриваемой задачи можно было бы формально записать необходимое условие оптимальности типа вариационного неравенства 

(р – u, v – u) ( 0 (v(U,
где р есть решение сопряженной системы  
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Однако эти соотношения вообще не имеют решения, и, следовательно, не могут служить средством для нахождения минимизирующих последовательностей. 
6.5. Корректность экстремальной задачи по Тихонову  

Рассмотрим задачу оптимального управления, обладающую качественно иными свойствами. Требуется найти функцию u = u(t) из множества U функций, интегрируемых с квадратом на единичном отрезке и не превосходящих по модулю единицы, которая минимизирует функционал
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где х есть решение задачи Коши
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Всюду в дальнейшем мы сохраняем обозначения из предшествующего примера. Последовательности управлений {uk} и {vk} из U как и раньше будем считать эквивалентными в смысле отношения (, если их элементы неограниченно сближаются в норме L2(0,1). Любая последовательность {uk} из множества U, для которой соответствующая последовательность функционалов сходится, определяет секвенциальное управление 

[uk] = {{vk}( U | vk = uk + wk, wk ( 0  в L2(0,1)}.           

Оно регулярно, если последовательность {uk} сходится в сильной топологии L2(0,1), и сингулярно в противном случае. На множестве V всех секвенциальных управлений определяется функционал

J([uk]) = lim I(uk) = lim || xk ||2.
Расширенная задача оптимального управления состоит в его минимизации на множестве V. В силу ограниченности снизу функционала I на множестве U эта задача имеет решение. Предположим, что секвенциальное управление u секвенциально оптимально, а v – произвольное секвенциальное управление, т.е. 

v = [vk] = {{vk+wk}(U | wk ( 0 в L2(0,1)}.        
Справедливо неравенство

J [v + (1–u] – J(u( 0, ((0,1),

которое можно записать в виде

lim || zk ||2 – lim || xk ||2 ( 0.                            
Учитывая равенства

||zk||2  = ||xk||2 + 2(xk, yk – xk) + ||уk – хk ||2,
(xk, yk – xk) = (рk, vk – uk),
установим соотношение

lim(рk, vk – uk) + 2lim|| уk – хk ||2 ( 0.
Переходя к пределу при (0, будем иметь

lim(рk,vk – uk)  (  0.
Повторяя рассуждения из предшествующего примера, получаем

                                               (р, v – u) ( 0.                                      (6.6)
Здесь функция v является слабым пределом произвольной последовательности допустимых управлений. В силу произвольности v неравенство (6.6) будет выполнено исключительно при р = 0, откуда следует, что u = 0. Тем самым необходимому условию оптимальности для расширенной задачи будет удовлетворять любое секвенциальное управление, порождаемое последовательностью допустимых управлений {uk}, слабо сходящихся к нулю. Соответствующая последовательность функционалов также сходится к нулю. Учитывая неотрицательность критерия оптимальности, заключаем, что каждая такая последовательность будет минимизирующей. Таким образом, как и для предшествующего примера, мы нашли класс минимизирующих последовательностей для исходной оптимизационной задачи. 

В прошлый раз секвенциально оптимальное управление порождалось последовательностями допустимых управлений, удовлетворяющих двум условиям uk ( 0 слабо в L2(0,1) и || uk || ( 1. Такое секвенциальное управление было заведомо сингулярным. В данном случае второе из соотношений не требуется, а условиям оптимальности для расширенной задачи удовлетворяет регулярное секвенциальное управление, порождаемое любой последовательностью допустимых управлений, сильно сходящейся к нулю. Нулевое управление является оптимальным для данного примера и удовлетворяет соотношению (6.6), представляющему собой необходимое и достаточное условие оптимальности для исходной задачи. Напомним, что в предыдущем примере формально записанное необходимое условие оптимальности для исходной задачи решения не имеет. 

Отметим, что в данном случае не всякое секвенциально оптимальное управление регулярно. Действительно, любая последовательность допустимых управлений, сходящаяся к нулю слабо, но не сильно (например, последовательность синусов с неограниченно возрастающей частотой колебания), порождает сингулярное секвенциальное управление, также минимизирующее функционал J. Таким образом, возможны минимизирующие последовательности, которые не сходятся сильно к существующему оптимальному управлению. Подобная ситуация соответствует отсутствию корректности оптимизационной задачи XE "корректность"  в смысле Тихонова. Тем самым нарушение корректности в смысле Тихонова в условиях существования оптимального управления означает, что среди секвенциально оптимальных управлений имеются как регулярные, так и сингулярные объекты. 


[image: image23.emf] 

V    

U'     V 0    

V 0  U '   задача корректна   по Тихонову    

V    

U'    

V 0    

V 0    U '   =     задача    не разрешима    

V    

V 0    

V 0    U '         задача разрешима,   но не корректна    

U'    

 секвенциально оптимальные управления  

 секвенциальн ые  управления  

 регулярные секвенциальные управления  


Рис. 6.5. Свойства экстремальных задач.

Итак, взаимное расположение множеств регулярных секвенциальных управлений и секвенциально оптимальных управлений приводит к трем качественно разным ситуациям – неразрешимости экстремальной задачи, ее корректности по Тихонову и ее разрешимости при отсутствии корректности (см. рис. 6.5). 

Отметим, что между теорией уравнений и теорией экстремума существует глубокая связь. Так, необходимым условием экстремума функции будет равенство нулю ее производной. Последнее соотношение представляет собой алгебраическое уравнение относительно точки, которая может доставлять экстремум исследуемой функции. Необходимым условием экстремума для классической вариационной задачи (задачи Лагранжа) является дифференциальное уравнение Эйлера. С другой стороны, решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона сводится к минимизации соответствующего функционала (интеграла Дирихле). Для практического решения задач математической физики зачастую используется аппарат теории экстремума (например, метод Ритца, вариационно разностные схемы).

Мы убедились, что поиск минимизирующих последовательностей даже в условиях их расходимости является осмысленной проблемой. Соответствующее секвенциально оптимальное управление мы можем интерпретировать как своего рода решение исходной задачи ("секвенциальное решение"). Наличие естественной секвенциальной интерпретации решений экстремальных задач и многосторонней связи между дифференциальными и вариационными задачами позволяет предположить о допустимости использования объектов секвенциальной природы и в математической физике. Нам предстоит убедиться в том, что секвенциальный подход приводит к третьему типу математических моделей физических процессов. 

Выводы
1. Задачи оптимального управления могут не иметь решения.
2. В неразрешимых экстремальных задачах можно искать допустимое управление, значение функционала на котором достаточно близко к его минимуму. Вместо оптимального управления объектами поиска будут минимизирующие последовательности.
3. Принцип расширения состоит в переходе к задаче минимизации вспомогательного функционала на расширенном множестве управлений, причем нижняя грань исходного функционала равна  минимуму расширенного функционала. 
4. Объектами расширенного множества управлений являются секвенциальные управления – классы эквивалентности последовательностей обычных управлений.     
5. Секвенциальные управления бывают регулярными и сингулярными. Первые соответствуют обычным управлениям, в то время как вторые не имеют аналогов в классе обычных управлений.
6. Среди разрешимых экстремальных задач выделяются корректные задачи в смысле Тихонова, для которых любая минимизирующая последовательность сходится к оптимальному управлению. 
7. Экстремальная задача не разрешима тогда и только тогда, когда любое секвенциально оптимальное управление сингулярно, корректна в смысле Тихонова, когда секвенциально оптимальное управление единственно и регулярно. Задача разрешима, но не корректна по Тихонова, если среди секвенциально оптимальных управлений существуют как регулярные, так и сингулярные.
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